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:cComo empezar?

Estimado(a) alumno(a), la “guia de estudio” es una herramienta que te brindard recursos
de estudio, para que tengas apoyo durante el proceso autodidacta en este sistema de
bachillerato no escolarizado. La guia no reemplaza al libro de texto, pero es una herramienta
para facilitar el aprendizaje.

Se compone de diferentes secciones:

=
@, .. o ,
Actividades: son ejercicios que podrds llevar a cabo para complementar la lectura
de los conceptos clave.

Recurso: son en su mayoria ligas que te redirigirdn a una pdagina de apoyo, puede
contener informacidon adicional o ejercicios digitales interactivos.

|:] Glosario: contiene la definicién breve y concisa de algunas palabras que se
consideran importantes en la lectura.

G ~0

o L]

GQD Para reflexionar: este apartado plantea preguntas que desarrollardn tu
pensamiento critico, mediante lecturas, estudios de caso, etc.

Las secciones anteriores construyen tu guia de estudio y son fundamentales, pues estdn
pensadas en funcidn de las competencias a desarrollar de este plan modular; por lo cual te
extendemos una amplia invitacién a utilizar todos estos elementos para que sean de provecho
en este trayecto.

Al finalizar cada unidad habrd una autoevaluacién, donde podrds poner a prueba tu

conocimiento. Ademds de servir de refuerzo practico, te hard saber si estds listo para tu examen
del médulo. jMucho éxito!
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Unidad 1
.

1. El movimiento como razén de cambio y la derivada

2Qué voy a aprender y coOmo?

2Qué? Técnicas matemdaticas para explicar las relaciones causales de los procesos
sociales y los diversos fendmenos que ocurren en la naturaleza.

2Como? Mediante la aplicacion del método de andlisis cuantitativo y cualitativo propio
de una rama de las matemdticas denominada cdlculo, determinando el limite, derivada de
una funcién, cdlculo diferencial e integral.

1.1 Movimiento, cambio y limite.

El movimiento es una caracteristica de las cosas que existen en la naturaleza, desde
particulas muy pequenas como los dtomos y los electrones, hasta los cuerpos de grandes
dimensiones como los planetas y las galaxias que experimentan cambios con respecto a su
posicion; dicho de otra forma, nada permanece eternamente en estado de reposo y el cdlculo
razona sobre su posicidon o el cambio en su posicidon bajo ciertos limites de sus pardmetros.

El estudio de diversos fendmenos naturales que provocan efectos importantes en la
sociedad (como el clima o los sismos), fienen sustento al tratar conceptos como el movimiento,
el cambio y el limite. Las matemdticas representan una herramienta poderosa para modelar
sifuaciones o problemas reales a partir del concepto funcién, y una de las mds importantes

para el planteamiento y resolucion de diversos problemas relacionados con procesos de
f(x +AX)—f(x)
AX

F(x) =, lim,

cambio es lo que conocemos hoy en dia como derivada de una funcién,
que de forma objetiva describe la comparacidn entre magnitudes que cambian
instantdneamente, es decir, describen la razén instantdnea de cambio. La razdén de cambio es
la medida en que una variable cambia con respecto a ofra.

4
flx) = 3%~ 4

Teniendo examinemos los puntos donde x estd "cerca" de x = 6.
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Ya que: 4
fiz)= g:r—-f-l

4 24
f6)=50)—d="F-4=8-4=4

f6) =4

1.2 La caida libre de un proyectil, un excelente punto de partida

La caida libre de un cuerpo permite determinar una razdn instantdnea de cambio, en
este caso la velocidad, expresada por la siguiente funcidon cuadrdtica:

d(t)=%gt2+v’0t+du

1. sQué ecuacion se obtiene al sustituir los datos en la ecuacion

2. 3Qué te indica el signo negativo del coeficiente del término t22

3. 3Cudl es el eje de simetria?

4. Sit=0 en la funcion distancia d(t), entonces, 3cdmo queda la ecuacion que fuviste
anteriormente?

5. El valor 78.4 determina el punto (0, 78.4), squé representa dicho valor?

6. Sid(t) =0, 3como queda la ecuacion que encontraste?

7. Dado este resultado, scudles son los puntos donde corta la pardbola al eje horizontal2
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Las figuras a y b describen el fendbmeno anterior desde la perspectiva de la fisica y la

matemdtica respectivamente.
Figura a Figura b

En resumen: la velocidad promedio es la distancia final menos la distancia inicial entre
el tiempo final, menos el tiempo inicial, es decir, representa la razén del incremento de la
distancia respecto al incremento en el tiempo.

El concepto llamado limite en una funcién, es el valor al que f(x) se acerca a medida
que x se aproxima a algun numero. El método de andlisis que permite resolver el problema de
encontrar la velocidad de un proyectil en caida libre para cualguier tiempo t, se conoce como
método de incrementos y contribuye en la determinacion de la razén instantédnea de cambio.

1.3 Funcién un concepto matematico imprescindible para comprender
nuestro entorno

Método de los incrementos
Este método consiste en aumentar una determinada cantidad arbitraria a una de las
variables y proceder a analizar el comportamiento de la funcidn incrementada.

El método de incrementos, también conocido como la regla de los 4 pasos, consiste en
encontrar la derivada de cualquier funcidon a partir de su definicion. Los pasos son los siguientes:
Agregar el incremento enxyy.

Despejar Ay; se le resta la funcién original.
Dividir para Ax.
Evaluar el limite cuando Ax tiende a cero.

»oObd -~

Teniendo:

g J@ 1)~ F(@)
h—0 h

Es facil de interpretar:
e Sumamos el incremento (paso 1) f(z + k)

« Restamos la funcién original (paso 2)  —f(z)
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e Dividimos entre el incremento (paso 3) h
e Evaluamos el limite cuando se tiende a cero (paso 4) };mil]
¥

En ofros casos, también puedes ver la derivada usando incrementos, sin embargo, es

exactamente lo mismo. . f(z + Az) — f(z)
Az 50 Az

Ejemplo: Resuelve la siguiente derivada haciendo uso de la regla de los 4 pasos
y = 5x?
Solucion:

Primer paso: incrementamos en ambos lados y + Ay = 5(x + Ax)?

Segundo paso (restamos la funcién original) y + Ay —y = 5(x + Ax)? — 5x?

Podemos seguir haciendo el otro paso, pero no tendria caso si lo hacemos ya que debemos
dejar clara la expresién que tenemos hasta ahora, y es momento para desarrollar el binomio
al cuadrado, asi que: Ay = 5(x? + 2xAx + Ax?) — 5x?

Propiedad distributiva

Ay = 5x2 + 10xAx + 5Ax? — 5x?

Ay = 10xAx + 5Ax?

Tercer paso (dividimos entre delta de X)

Ay _ 10xAx + 5Ax?

Ax Ax

i—z = 10x + 5Ax

Cuarto paso (evaluamos el limite)

. Ay
Ay Ax Jim, (10x + 54x)

Como el delta x tiende a cero, es de esperarse que sea cero y al multiplicarse por 5 se
elimina. Quedando solamente el término de 10 x.

Resultado:

i AY
y _Alalcrlloﬂ_lox

Por lo que la derivada es 10x
Este enfoque ofrece una definicidon que resulta Util para la determinaciéon del valor limite
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de una funcion.

o

Actividad 2 @}

Resuelve los siguientes ejercicios con el método de los incrementos.

1. y=32"—222+1

5 — 3x+2
2x—1
3. y=vx+5

Definicion formal de limite
Si f(x) se acerca arbitrariamente a un nimero L cuando x se aproxima a c,
entonces el limite de f(x) cuando x se aproxima a c es L
lim f(x) =L
X— C

Esta definicion nos quiere decir; que la funcion f(x) toma un valor “L" a medida que x se
aproxima a algun nimero. La herramienta matemdtica conocida con el nombre de funcién
permite representar y estudiar a fravés de lenguaje simbdlico el comportamiento de nuestro
enforno.

El concepto de funcién matematica es en términos prdcticos lo siguiente:

Es el valor o la variacion de una magnitud que queda determinada por ofra magnitud
de acuerdo con una ciertaregla. A la primera magnitud se le denomina variable dependiente,
mientras que la segunda recibe el nombre de variable independiente. Al conjunto de valores
o nUmeros de la variable independiente se le llama dominio de la funcidén, que, en ofras
palabras, representa el conjunto donde estd bien definida. La descripcién de funcién de una
variable independiente se materializa en términos de simbolos matemdticos y a la vez es
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representada mediante una grdfica.

Las funciones tienen cuatro componentes principales:

1. El dominio o conjunto de los valores de la variable independiente x para los cuales
estd definida la funcién. Dichos valores se ubican a lo largo del eje horizontal (abscisas) del
plano cartesiano y permiten que los valores de la variable dependiente y queden

determinados por la relacion: f(x) =y.

2. La regla f(x) que relaciona cada valor de la variable independiente x con un Unico

valor de la variable dependiente y.

3. La imagen o conjunto de los valores de |la variable dependiente y que se ubican a lo
largo del eje vertical (ordenadas), y cuyo valor se determina al aplicar la funcion a los valores

asignados de la variable x.

4. La grdfica de la funcién o el conjunto de puntos en el plano cartesiano (x,y) = (x, f(x)).

Una funcién matemdatica es una
relacion f, constituida por un conjunto de
pares ordenados (x, y) que forman el
conjunto solucion de una ecuacion de la
forma

y = fx), Illamaoda regla de
correspondencia entre  dos conjuntos
(dominio y codominio), y en el que no
existen dos pares diferentes que tengan el
mismo primer componente.

La funcion lineal

x fix)
f(x)
5 e
X f Y

La grdfica de la funcidén lineal es siempre una linea recta cuya forma general es:

f(x) =mx+ b lo que significa que multiplicamos el valor de “x" m veces y después

agregamos “b"” unidades.
Donde:

“m” se considera la pendiente, es decir, la pendiente es igual a la tangente del dngulo

de inclinacién. Por lo tanto, m=tan ©

“b" es en donde cruza la recta el eje "y" o bien donde corta la recta al eje "y”, por

ejemplo: si b es 3, esto nos dice que la recta corta al gje

1WAl

y' en un valor de positivo 3.
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A modo de ejemplo:

Sif(x) =-x+2

Acorde al formato y = mx + b, 8
observamos que la m tiene un valor de -1. 4
Esto nos indica que la pendiente es 3

negativa, es decir, al aumentar el valor de
“x" la "y" disminuye también el valor de b;
en este caso positivo 2, es el valor en que la
recta corta el gje "y" (Observa la figura de ® o2 o WL BT 4

la derecha).

La funcién cuadrdtica en la variable x,

Se representa: f(x) = ax? + bx + ¢ dénde: a, b y ¢ son cualquier nUmero real, con
(a #0) y su grdfica es una curva en “u”. Si el signo del coeficiente “a” es positivo la pardbola
tendrd su abertura hacia arriba, en caso contrario si el signo es negativo "a” la pardbola tendrd
su abertura hacia abagjo.

Las funciones frigonométricas (principales y secundarias)

Las funciones trigonométricas principales son: sen (x), cos (x) y tan (x), donde la funcion
seno estda definida por sen: R - [—1, 1], es decir, el dominio de la funcién seno es el conjunto de
los nUmeros reales y la imagen es el intervalo [-1, 1]. Ademds, tiene amplitud 1y es de periodo
2.

La funcidn coseno es el conjunto de los nUmeros reales y la imagen es el intervalo

[-1,1]. Ademds, tiene amplitud 1y es de periodo 2«

La funcidn tangente estd definida por el dominio:

# Ty
X —-—Tn
2

con amplitud no definida y de periodo . En otras palabras, el dominio es el conjunto de
los nUmeros reales sin contemplar los multiplos enteros impares de = medios, y la imagen son
todos los reales.

Las funciones tfrigonométricas secundarias son cosecante, secante y cotangente:
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1 1 1
cse(x)= sen(x)’ Sec(x)_cos(x)’ cot(x) = tan(x)

)

La funcion valor absoluto
El valor absoluto se representa por el simbolo |x|; si x es de signo positivo se queda igual,
|-10] = 10

si es negativo se le cambia de signo para que quede positivo, por ejemplo:

|-10] = — (—10) = 10,

—x,x <0

Por lo tanto, se define de la siguiente manera: f(x) = |x|, donde el valor absoluto se
xx<0

define mediante la ecuacion: |x| = {
f(x)= |x|

Lo grdfica del valor absoluto se

observa en la figura de la derecha.

La funcién raiz cuadrada
Con ecuaciones y funciones cuadrdticas en ocasiones es necesario eliminar el

exponente de la incégnita o variable x, bajo el siguiente procedimiento:

Si x2 = 16, entonces Vx2 = +/16 , lo cual implica que: x = 4.

Lo anterior nos lleva a interpretar la
funcién raiz cuadrada: f(x) = vx, definida ! Al
para toda x positiva o igual a cero (Vx = 0),
como una funcién inversa de g(x) = x2. *

(Observa la figura de la derecha). ' _

12
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La funcién exponencial y logaritmo natural

Lee la siguiente explicacion:
f(x) =e* y g(x) = Inx, donde la funcion exponencial f(x) =e*, se define f:R - (0,0)y
en donde e = 2.7182818284

A este nUmero trascendente e irracional por naturaleza, se le conoce como el nUmero
de Euler. Una definicion comuUn del nimero de Euler a partir del concepto de limites es e =

n
lim (1 + %) . La funcién logaritmo natural (que es una funcién inversa de la exponencial) g(x) =

n—oo

Inx, se define mediante g:(0,0) > R , y en donde se cumple que: In(e*) = x, o de forma
equivalente:e® = x, para toda x > 0. El logaritmo de un nUmero x es el exponente y al cual
hay que elevar la base para obtener x.

Las grdficas de la  funcidon
exponencial y logaritmo natural (inversas
entre si) se muestran en la figura de la
derecha.

@

1. Traza las grdficas de las siguientes funciones lineales:
a) y(x) = —3x + 2
b) f(x) =x—-10

2. Realiza las graficas de las siguientes funciones cuadrdticas y determina el
vértice:

a) f(x) =x?—-10

b) h(x) = x2+2x+1

3. Realiza las graficas de las siguientes funciones exponencial y logaritmo natural:
M15 Cdlculo en fendmenos naturales y procesos sociales 13



a)f(x) = —e*
b) g(x) = —In(x)

Construccion de la recta tangente a una curva, razéon instantdnea de cambio vy la
derivada de una funcion

Si el problema consiste en determinar la recta tangente a una curva arbitraria entonces
se debe centrar en la determinacion de la pendiente o inclinacion de dicha recta en un punto
dado de la curva. Lo anterior dio origen a la derivada de una funcién y por consiguiente a una
de las herramientas mds poderosas de las matemdaticas, el lamado Cdlculo diferencial.

Descripcion de la pendiente de la recta tangente a una curva, la derivada

La pendiente de la secante estd determinada por la tangente, y, por ofra parte, la
tangente estd definida como cateto opuesto entre cateto adyacente, por lo tanto la
(f (x+Ax)=f(x))

((x+4x)—x)

pendiente de la recta es igual a La derivada es la pendiente de la recta

fangente a un punto de la grdfica de la funcion.

De la misma forma, la pendiente de las rectas secantes, m,., que pasan por los puntos

P(x, f(x)) ¥y Q(x + Ax, f(x + Ax)), donde Ax # 0 queda establecida mediante

m.,. = catetoopuesto _ fc+A)—f(x) _ fOHAADZF) - 4 pues. La recta tangente tendrd
sec cateto adyacente x+Ax—x Ax ’ )

una pendiente m;,, cada vez mds cercana a la pendiente de la recta secante mg,. conforme
x + Ax tiende a x, es decir, el incremento se hace cada vez mds pequeno Ax — 0. Este es el
concepto de limite.

El limite es uno de los conceptos fundamentales de cdiculo. Se llama la derivada de la

funcion f en el punto x.

Definicion 1 La derivada de una funcién: Sea funa funcién definida en un in-
tervalo abierto que contiene al punto x. La derivada de fen x, se escribe f'(x),
. . ¥ I f(x+Ax}_fx
estd dada por: f (x)—iirgo ~ .
El simbolo f'(x) selee: f prima de x. La terminologia f'(x) existe, significa

que el limite en la definicién 1 existe. Si f'(x) existe, se dice que la funcién fes
diferenciable en x, o bien que la funcién ftiene derivada en x.
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La Derivada como una funcion

Otra manera de ver la derivada, fuera de la definicion 1 que es: la derivada de una
funcion representa la pendiente de la recta que es tangente a la curva de dicha funcidon en
cierto punto.

Formas de representar la derivada de una funcion

A continuacion, las diferentes formas de indicar una derivada:

dy df

! _ r_ 7 t i _ _
f@ =y =2 =2 = —f(® = Df®) = DS

Todas las notaciones anteriores significan lo mismo, es decir la derivada de la
funcion. También puede verse como una operacion en este caso “derivacion”. Para
nuestro estudio utilizaremos de forma indistinta, de izquierda a derecha, las primeras

cinco notfaciones, en algunos casos se cambiardn. Las Ultimas dos notaciones de lado
derecho se dejan para utilizarse en cursos avanzados.

Reglas bdsicas de derivaciéon y razones de cambio
El hecho de utilizar la definicion 1 para cada caso resulta complicada, por ello se
presentan a continuacién las principales reglas de derivacion de funciones que permiten

determinar las derivadas utilizando limites.

Regla de la funcion constante

Teorema 2 Regla de la constante

La derivada de una funcién constante es 0. Es decir, si ¢ es cualquier

:[c]:ﬂ_

nimero real, entonces f'(¢)=—
x
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Una funcién constante es una recta
paralela al eje de las x, por lo cual la recta
tangente a esta funcidn en cualquiera de sus Flz) =3
puntos es ella misma; para obtener el valor de la
derivada bastard con obtener la pendiente de
esta recta y utilizar la férmula: Pendiente =
(¥2—y1)
(x2—x1)’
coordenada de cada punto tomado de larecta,
la cual por ser la funcién constante sabemos que

donde V1YY, Son la segunda

. . 0
es la misma, por lo tanto Pendiente = =0
(x2—x1)

puesto que los valores x, y x; son distintos si los
puntos son distintos. Varian los valores de x pero
y siempre vale -3.

Regla de la funcidn potencia

Teorema 3 Regla de la potencia
Si # es un niimero racional, entonces la funcién f(x)=x" es diferenciable y
d
(x)=—/|x" |=nx"".
f(#)=—[#"]

Para que la funcién fsea diferenciable en x = 0, el nimero # debe ser tal
que x-! esté definido sobre un intervalo que contenga a 0.

Esto es: la derivada de una variable elevada a un exponente numérico es igual al valor
del exponente numérico multiplicado por la variable elevada a la cantidad del exponente
numérico restado por uno.

Ejemplo:

Sif(x) =3

d
— |x™| es nx™ 1
dx

El exponente 3 representa el valor de ny al mismo tiempo, se le resta 1 quedando como
potencia 2. Resultado de la derivada: 3x?2
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Regla del multiplo constante de una funcién

Teorema 4 Regla del miltiplo constante

Si y=f(x) es una funcién diferenciable y k es un nimero real, entonces la

funcién & f(x) también es diferenciable y y'(x]=%[ﬁ: S(x)])=k f'(x).

Se refiere a que la derivada de una constante multiplicada por una funcién es igual a la

constante multiplicada por la derivada de la funciéon. Por ejemplo, siy = 5x — 2, entonces Z—z =

5(1) = 5. Otfro ejemplo seria si y = 4x5 entonces tenemos que 4%3(5 =4 (5x%) = 20 x*.

©

1. Regla de la funcidn constante

a) f(x) =5
b) f(x) = 2
Of(x)=-3

2. Identifica cudles de las siguientes funciones son constantes:
flz)=4  glz)=x+3 hiz) =0 z(z) = b

3. Regla de la funcién potencia
a) f(x) = x*
b) f(x) = 2x°
c)f(x)=3x%+7

4. Regla del multiplo constante

M15 Cdlculo en fendmenos naturales y procesos sociales 17



a) f(x) = 3x?
b) f(x) = 4.(3x* — 6x2)
c) f(x) =v9.(3x% —5x + 4)

Regla de la suma y diferencia de funciones

Teorema 5 Regla de la suma y resta (diferencia)

La suma (o la resta) de dos funciones diferenciables es diferenciable y la deri-
vada de la suma es la suma (o resta) de sus derivadas:

L1 (=) (=)= (2)2'()

Del andilisis del teorema se puede establecer que la derivada de
una suma de funciones es igual a la suma de SUS derivadas. Laregla de
la diferencia establece que la derivada de ladiferencia de funcioneses igual a
la diferencia de sus derivadas.

d ! 4
= +9(01 = £'() +9' ()

d ! !
L) + 9] =f'(x)—g'(0)

Ejemplo 1: f(x) = 2x3 + 2x%2 — 9x + 2

En el primer término se multiplica el exponente 3 por el coeficiente 2 y se obtiene 6x2? ya que al
exponente 3 por regla, se le resta la unidad.
En el segundo término se multiplica el exponente 2 por el coeficiente 2 y se obtiene 4x después

de restarle 1 al exponente 2
En el tercer término, x se eleva a la potencia cero por lo que se elimina y obtenemos solo el

coeficiente 9
En el Ultimo término por ser nUmero real, equivaler a 0.

El resultado es entonces: %f(x) =6x*>+4x—9

Eijemplo 2: f(x) = 5x3 + 6x% —9x — 4

d
-—/f(x) =1ox X —
dxf() 15x2 +12x — 9
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Derivadas de las funciones seno y coseno

Teorema 6 Derivadas de las funciones seno y coseno

d
E[sen(x):‘:cos(x)

d
E[cos(x)] =—sen(x)

f(z) = sen(x)

\ X N\

f'(x) = cos(x)

Regla del producto de funciones

Teorema 7 Regla del producto

El producto de dos funciones diferenciables fy g es, en si mismo, diferenciable.

Mais atn, la derivada de fg es la primera funcién multiplicada por la derivada

de la segunda, mas la segunda funcién multiplicada por la derivada de la pri-
mera.

d ! '
E[f(x)g(ﬂkf{x]g (x)+g(x) f'(x).

Esta regla establece que se puede derivar un producto de funciones al obtener la suma
de (a) primera funcidén en forma original multiplicada por la derivada de la segunda funcién y
(b) segunda funcién en forma original multiplicada por la derivada de la primera funcion.

Ejemplo 5 Usa la regla del producto y resuelve la siguiente funcion:
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Sih(t) = (=t +t2)(5 — 4t)
Entonces:

d d
h'(t) = (=t +t?) T [5 — 4t] + (5 —4t) a(—t +t?)
h(@t) = (-t+t3)(—4) + (5—-4t)(—1+ 2¢t)
h'(t) = (4t — 4t?) + (=5 + 10t + 4t — 8t?)

La respuesta final es:
h'(t) = —-12t? + 18t -5

@©

1. Regla de la suma y diferencia de funciones
a) f(x) =2x3—-7x>—-10x +8

b) f(x) =—-x3-3x2-9x+5
c)f(x) =7x3—3x%+4x -3

2. Derivadas de las funciones seno y coseno
a) f(x) = sen(4x)
b) f(x) = sen(x*)

3. Regla del producto de funciones
a) f(x) = (4x2+1)(6x3—7)

b) f(x) =x (x* + 2)

c) f(x) = (x+5) (x-5)
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Regla del cociente de funciones

Teorema & Regla del cociente

El cociente de i de dos funciones diferenciables fy g es, en si mismo diferen-
8
ciable para todos los valores de x para los que g(x)=0.Més atn, la derivada

de = se expresa por el denominador multiplicado por la derivada del nume-

rador, menos el numerador multiplicado por la derivada del denominador,
todo dividido por el cuadrado del denominador.

i[l‘"(—‘i)}= 2(x)f'(x)-F(x)g'(x)
d| g(x) [s(x)]

En resumen, la regla del cociente establece que se puede derivar un cociente de
funciones; tomando el denominador g(x) multiplicado por la derivada del numerador f(x)
restado al numerador f(x) multiplicado por la derivada del denominador g(x), todo dividido
por el cuadrado del denominador g(x).

Ejiemplo 1: Se busca la derivada de la siguiente division de funciones:

32
f(x):2xi1

(2x+1)%[3xzj—(3x2)%[2x+1j
[2x+1]?

f160 =

, _(2x+1)(6x)—(3x2)(2)
f (x) [2x+1]2

;oo _12x%+6x—6x2
f ( ) [2x+1]?

Y la respuesta final es:

rroN_6x%+6x  6x (x+1)
f ) [2x+1]2  [2x+1]2
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Ejemplo 2:

(18x + 5) - 6% — (922 + bx) - 1822
(613)2

f(@) =

10824 + 3027 — 1622* — 9022

3U$6
54x* — 60°
N 366
—9r — 10
- 613

1.4 Derivadas de las funciones trigonométricas

A partir del teorema 6, es decir, del conocer las derivadas de las funciones seno y
coseno, es posible determinar las derivadas de las cuatro funciones frigonomeétricas restantes.

Teorema 9 Derivadas de funciones trigonomeétricas
di[tan (x)]=sec? (x)
x
%[cot(x]]: —csc” (x)
x
di[sec(x)]= sec(x) tan ()
x

d
—olesc (x)]=—csc(x) cot(x)

Ejemplo: 3Cudl es la derivada de la siguiente funcién?2
f(x) = tan(3x?)

El primer paso es identificar qué tipo de regla tenemos que aplicar a la funcion,
vemos que es una trigonométrica y es facil observar que aplica la derivada de una
funcion tfrigonométrica tangente.

Derivamos de un lado y del otro, aplicamos el operador d/dx, resultando lo
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siguiente:

d _d 2y
() = (tan(3x?)

Por comodidad cambiamos la notacidn de la derivada de lado derecho, recordemos
gue es otfra representacion de la derivada de la funcion.

Aplicamos la regla de derivacion correspondiente, solamente observemos que el
argumento es 3x2, por ser diferente al de tabla; que es x. Amerita que también se derive, de
hecho, esto aplica para todas las funciones trigonométricas, como lo revisamos en las
derivadas de la funcidén seno y coseno.

f'(x) = secz(3x2)%( 3x?)

Ya con prdctica ésta derivada puede hacerse en un solo paso, pero hemos preferido
hacerlo en pasos; para que puedas ver como se desarrolla.

f'(x) =sec?(3x?)(2-3x*™Y)
Simplificando y reordenando, finalmente nos queda:
f'(x) = 6x-sec?(3x?)
Regla de la cadena o derivada de una funcidén compuesta

s . . . . du
Basicamente la regla de la cadena expresa que, si la funcién y cambia -, veces tan

s . . .z . du ;. .
rapido como u, y dicha funcidén u cambia -, veces tan rapido como x, entonces la funcion

. dy\ (du S
y cambia (E) (E) veces tan rapido como x.

Teorema 10 Regla de la cadena

Si y= f(u) es una funcién diferenciable de # y u=g(x) es una funcién dife-

renciable en x, entonces ¥ = f(g(x)) es una funcién diferenciable de x y

dy _dydu
dx  du dx
O de forma equivalente:
dy d , ‘
Ey=a[f(g(«ﬂ)]=f (2(x))2'(x)
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Una funcién es compuesta si puede escribirse como f(g(x)). En otras palabras, es una
funcion dentro de una funciéon, o sea una funcién de una funcién. Esta regla solo sirve para
hallar la derivada de funciones compuestas, no de cualquier tipo de funcidn ni de operaciones
con funciones. La regla de la cadena solamente se puede utilizar cuando tenemos una funcioén
dentro de oftra.

]

Por ejemplo, cos(x*) es compuesta, porque si hacemos fiz) = cos(z) v
g(x) = 2%, entonces cos(z*) = f(g(x)).

g es la funcién dentro de f, por lo que decimos que g es la funcidn "interior” y
f la funcion "exterior",

interior

~ . .
cos( z° ) In(z)-z? X In(z?)
———

exterior

En este ejemplo utilizaremos la regla de la cadena para derivar el logaritmo natural de
x al cuadrado: f(x) = In(x?)

La derivada del logaritmo natural es 1 partido por su argumento, por tanto, la derivada
serd:

f) =l — fl)=-

Fo@) =@ —  f(ge) = —

x?
Por ofro lado, la derivada de x elevada adoses  g4(z) = 2 ¢ (z) = 2z
2x:

flz)=In(z?) — fl(z)= %21: === 2

En este segundo ejemplo derivaremos una funcidén potencial que tiene como base un
polinomio:  f(u) = (342 + 4z — 5)°

Para derivar una potencia tenemos que poner delante el exponente original y restar una
unidad en el exponente, por lo que la derivada de la funcién potencial sin aplicar la regla de
la cadena seria:
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f(g(.L)) = (5.1,2 + 4 — 5)3

Ahora derivamos lo de dentro del paréntesis:

g(r) =3z +4x -5

— f'(g(2))

= 3(32% 4+ 42— 5)°

— J(z)=0x+4

Y, por Ultimo, empleamos la regla de la cadena para resolver la derivada de toda la
funcion, que serd la multiplicaciéon de las dos derivadas calculadas anteriormente:

flx) = (32? + 4w — 5)5

2(x) = flo(x)) — Z(z)=/"(9(2)) o' (x)

— f(z) =3 (32 4+ 4w — 5}2 - (6 + 4)

En la siguiente tabla, puedes ver las formulas de las derivadas de las funciones mas
elementales. También puedes observar en la tabla un ejemplo resuelto de cada tipo de
derivada para que te ayude a comprender coémo se hace la derivada de la funcion.

1 fG) =k f'x)=0 fx)=5—
f'x)=0
2 f(x) =ax f'lx)=a f(x)=7x—
flx)=7
3 fx) =x" fl)=n.x"1 ) = x°—
f'(x) = 3x?
4 fG) =Vx ) = L f(x) = Va—
f(x)—zﬁ f'(x)=i
2Vx
5 OPKE oy )= Vao
BT F60) =
332
6 flx) =¢e* flx)=¢e” fl(x) =e*—
fl(x) =e*
7 f(x) =a* f'(x) = a* In(a) fx)=4"—
f'(x) = 4"In(4)
8 f(x) = in(x) , 1 x) = in(x) —
F =1 fG) = in(x) 1
flx) = X
9 (x)log,(x , x)logs(x) —
F®)loga) e f@)logs( ) ]
F'& = e
10 f(x) = sen (x) f'(x) = cos (x) f(x) =sen (x) —

f'(x) = cos (x)
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11 f(x) = cos (x) '™ = —sen(x) f(x) = cos (x) —
'@ = —sen(x)

12 f(x) = tan (x) £(x) = 1 fx)=tan (x) — f'(x)=
cos?(x) 1

=1+ tan?(x) cos?(x)

Nota importante: para este caso el exponente o argumento cuando no es x, es
decir cualquier funcidon cuadrdtica o “n” potencia, o cualquier funcidn, o en el caso

que solamente tenga la “x" un coeficiente adicional no uno, también se deberd
derivar.

A continuacion, incluimos algunos ejemplos que comprende todo lo visto hasta
aqui de las reglas de derivacion, a modo de conclusidon. Esto es: las reglas
fundamentales (suma, resta, multiplicacion y division) y las avanzadas, vistas aqui
mismo, desde luego la regla de la cadena o derivada de una funcion compuesta es
una de las reglas de derivacion avanzadas.

Ejiemplo 1 5Cudl es la derivada de la siguiente funcion?
h(x) = 5%(x + 5)°

El primer paso es identificar zqué tipo de derivada se tfrata?2, una buena pista es
identificar scudntas funciones intervienen?, 3y como estdn dispuestas entre si; se suman, restan,
multiplican o dividen?

Si vemos bien tenemos una funcion exponencial base 5 y ofra funciéon elevada a la
quinta potencia. Por lo tanto, tenemos:

f(x)=5%.g(x) = (x +5)°y observamos que se estdn multiplicando.

Ya identificado que es un producto de funciones y sabemos qué funciones estdn
involucradas. Como inicio utilizaremos la férmula de la regla del producto de funciones:

d
LS 9] =gf () +f)g'(x)

i[f(X) g)] = (x +5)° i(5") + 5% i((x +5)°)
dx “dx “dx

Segundo paso, es identificar que reglas tenemos que utilizar dependiendo de las
funciones a derivar. Para este problema particular las reglas a utilizar son: la regla de cadena

Teorema No. 10 y la derivacion de base 5; que viene a ser la regla no. 7 de la tabla. Para ésta
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Ultima es importante reconocer en la funcion exponencial de base 5, debemos derivar también
el exponente, aunque en este caso el valor de la derivacién del exponente x es uno.

d
a[f(x) g = (x+5)5.(5%.In(5).(1)) + 5% (5.(x +5)*. (1))

Y la respuesta final es:
d x 5 (x+1) 4
a[f(x) g(x)] =5*ImGB)(x+5)°+ 5 (x+5)

Eiemplo 2: 3Cudl es la derivada de la siguiente funcion?
f(x) = (2x2 + 5)*

Lo primero es identificar que derivada de funciéon se debe aplicar, observamos que la
funcién estd elevada a la cuarta potencia y dentro de los paréntesis la variable estd elevada
a otra potencia. Buscamos en la tabla y observamos que cuadra con la regla de la cadena.
Por lo tanto, aplicamos la regla de cadena.

fl(x) =4-12x* +5)*1(2-2x*™)

La regla de la cadena nos indica que debemos bajar y multiplicar el exponente por el
coeficiente externo de toda la funcidén en este caso 1. Acto seguido, se le resta 1, para este
caso, al exponente 4y se multiplica por la derivada de lo que contiene el paréntesis. Para lo
que estd dentro del paréntesis aplicamos la regla de funcidn potencia.

f'(x) = 4(2x% + 5)3(4x)
Reordenando términos, finalmente tenemos:
f'(x) = 16x(2x% + 5)3
Ejiemplo 3: 3Cudl es la derivada de la siguiente funcion?
f(x) = 2e**

Primero identificamos qué tfipo de regla de derivacion tenemos que aplicar a la funcion.
En la tabla vemos que puede ser laregla 6 o 7, por lo tanto, aplicamos la 6 por tener base “e”,
recordemos que “e" es un nUmero descubierto por el gran matemdtico Leonard Euler, la otra

regla no aplica porque es para una base “a” donde “a” puede representar cualquier nUmero.
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£ = 2e™(4x'™h)

La regla 6 nos indica que debemos volver a escribir el exponente mismo con su base, el
multiplicarlo por el coeficiente de la funcion para este caso 2, esto se debe por aplicar la regla
del multiplo de una funcidn constante (Teorema 4), y que debemos multiplicar por la derivada
del exponente en este caso es una funcion 4x. En la derivacion del exponente al restarle 1 al
exponente 1 actual de la funcidn, da cero y sabemos que todo niUmero o variable elevado a
Cero es uno.

Reordenando términos, la respuesta final es:
f(x) = 8e**

Es importante destacar que, en este contexto, la funcion tiene como base 'e' elevada a
la potencia de 4x, lo que implica que debemos derivarla. Por otro lado, en el caso de la tabla,
donde la funcién solo involucra 'x' sin ningun otro exponente, la derivacién con respecto a 'x'
resulta en un valor 1. Por lo tanto, aunque no sea directamente observable, es un aspecto
importante para tener en cuenta en el andlisis de la funcion.

Actividad 6

Resuelve los siguientes ejercicios de aplicaciéon de derivadas de una funcion.

1. f(x) = (x> -3)3

2. f(x) = 5e3*

3. . 19
.fU-'\J — W

4. f(x) = tan(x)

5. f(x)

sec(x)
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1.5 Comportamiento de funciones, puntos criticos, maximos y minimos.

Un aspecto central en el andlisis del comportamiento de las funciones tiene que ver con
los conceptos de valores extremos, la concavidad, sus puntos criticos y sila funcion es creciente
o decreciente.

Definicidon de extremos
Sea f una funcion definida en un intervalo cerrado [ que contiene al punto ¢.

1. f(c) es el minimo de fsobre1si f(c)< f(x) paratodo xen I.
2. flc) es el mdximo de fsobreIsi f(c)= f(x)paratodoxenl.

El minimo y el mdximo de una funcién sobre un intervalo son los valores
extremos, o simplemente extremos, de la funcién sobre dicho intervalo. El mi-
nimo y méximo de una funcién sobre un intervalo también se conocen como
minimo absoluto o mdximo absoluto sobre el intervalo.

En el estudio de las pardbolas, la derivada evaluada en el vértice es igual a cero y nos
indican un cambio de comportamiento cualitativo y cuantitativo en la trayectoria descrita por
la representacion grdafica de la funcion.

Definicion de punto critico

Sea funa funcién definida en el punto ¢. Si f'(¢c)=0 o sif"' no esta definida en
¢, entonces ¢ es un punto critico de f.

De acuerdo, con las definiciones anteriores y considerando una pardbola que abre
hacia abajo, el signo del coeficiente de la x2 es negativo como es el caso de la grdfica
siguiente:

La pendiente de La pendiente de
f(x) = -x?

cualquier recta
tangente después del
punto mdaximo, serdn
negativas. o bien
derivada de la funcion
serd negativa.

cualquier recta
tangente hasta antes 0

del punto mdaximo, \
serdn positivas. o bien 10

derivada de la funcion
serd positiva.

-20

-30
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En la grdfica anterior. Observamos que, en el valor maximo de la funcion, la pendiente
de la recta es cero (marcada con rojo). Esta pendiente es la que marca el cambio de la
pendiente de positivo a negativo, yendo de izquierda derecha en la grdfica.

Recordando que una pardbola que abre hacia arriba, el signo del coeficiente de la x2
es positivo. Es decir, podemos volver a considerar la misma funcidén anterior, pero con signo
contrario; f(x) = x2Para este caso el valor de la pendiente cero indicard un punto minimo de la
grdfica. Esta pendiente de valor cero es la que ahora marcard el cambio de la pendiente de
negativo a positivo, yendo de izquierda derecha en esta nueva grdfica. Te sugerimos realizar
este segundo ejercicio para comprender mejor estos conceptos.

Procedimiento para calcular: maximos y minimos de una funcién con el criterio de la
primera derivada.

1. Calcular la derivada de la funcién y = f(x)

2. Encontrar los puntos criticos, para esto iguale la derivada a cero. Y resuelva esta
ecuacion.

3. Andlizar los cambios de signo de las pendientes, para esto dale un valor cercano al
punto critico antes y después. Ufiliza tu criterio para esto, por ejemplo, el valor de x
cuando es cero es una buena opcidn, con los siguientes ejemplos quedard mejor
entendido esto.

a. Sila pendiente cambia de positivo a negativo es un punto mdximo
b. Sila pendiente cambia de negativo a positivo es un punto minimo
c. Sino hay cambio no el a) ni tampoco el b)

4. Redlice la grdfica de la funcidn para observar los pasos anteriores.

Ejemplo 1; Calcular los méximos y minimos de la funcién f(x) = —2x? +8x — 2y trazala
grdfica correspondiente para mostrar los puntos solicitados:

Solucion:

Primero observemos que la funcidén es una cuadrdtica, por lo tanto, la grdfica que
vayamos a realizar debe tener forma de “U”. también podemos ver que el coeficiente de x2
tiene signo negativo por ser -2 es decir la U, va a abrir hacia abajo o bien la abertura de Ia
pardbola estard hacia abajo.

Seguimos el procedimiento explicado anteriormente.

1. Calcular la derivada de la funcion y = f(x)

f'(x) = —4x + 8
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2. Encontrar los puntos criticos,
Para esto Igualamos la derivada a cero
f'l(x) = —4x +8 =0
Por lo tanto, hay un punto critico:

-8

=— = 2
—4

X

3. Analizar los cambios de signo de las pendientes:
Tal como encontramos en el pasado 2, el punto critico fue 2. Por lo
tanto, podemos darle un valor antes y uno después entre mds cercano es

mejor, para el valor antes puede ser de 0 a 2, pudiendo ser 1.9, 1.5... y lo
mismo aplica para después pudiendo ser 2.1, 2.5...

Asi que demos un valor antes de 1.9 quedando:
f(1.9) = —4(1.9) + 8 =04
La pendiente es positiva, esto es la pendiente de la recta crece
Ahora demos un valor después de 2.1 quedando:
(1.9 = —4(21) + 8 =—04
La pendiente es negativa, esto es la pendiente de la recta decrece

Entonces debido que la pendiente antes es positiva y después del punto critico la
pendiente de la recta cambia a negativa, esto nos dice que el punto es méximo o bien
aplicamos el a) del procedimiento porque es el que aplica.

4. Redlice la grdfica de la funcion para observar lo calculado.

Para este punto es tan sencillo, como darle valores a la funcidn, podemos darle valores
alaxde -1 aby graficar respectivamente las coordenadas obtenidas.
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Nota; La pendiente siempre estd cambiando de inclinacion, debido que los puntos que
se calcularon en este problema ejemplo est&n muy cerca del punto que tiene pendiente cero,
se consideraron puntos un poco mads distantes para su representaciéon en la grdafica, al final

todas las pendientes serdn del mismo signo que los puntos considerados antes y después del
punto critico.

Problemas referentes al comportamiento de funciones y el uso de la derivada

La altura mdxima y velocidad de impacto de un proyectil:
El objetivo es determinar la velocidad de impacto con el suelo y la altura mdxima que
alcanzard un proyectil lanzado verticalmente desde el nivel del piso con una velocidad inicial

de 323.4 m/s. Después de hacer su recorrido, 3se impactard el proyectil con el suelo ala misma
velocidad con la que inicié su recorrido?,

Nuevamente se considera la formula de altura, a veces se maneja con la variable h(t),

delinglés “height”, para nuestro caso d(t) después de todo la altura podemos decir que es una
distancia vertical

1 2
da(t) = th +v,t + dg
La gravedad se pone negativa por tener una direccion hacia abagjo.
d(t) = —4.9t% + 323.4t
d
d'(t) = a[d(t)] = —9,8t + 323.4

lo que representa la derivada en cualquier punto de la curva descrita por la funcidn es
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la velocidad instantdnea del proyectil en todo tiempo.

----- Distancia d(t)

mjoszy Veeemon s, d(t) =0 En la grafica se
""" ‘ observa que el vértice
= s de la pardbola
----- d'(t) <0 representa la altura
mdaxima que alcanza
dicho proyectil, a
dicho punto se le llamc¢
maximo de la funcion.
Efectivamente, ahi
la recta tangente a
la curva es
horizontal, es decir,
la derivada es igual
a cero.
Las pendientes de
las rectas tangentes
son positivas.

.....

d(t) = —4.9t* + 323.48t

A la derecha de este punto t, del vértice, las rectas tangentes son negativas lo cual
implica que es una funcién decreciente. Si la derivada siempre es positiva (o negativa)
entonces la funcidn es creciente (o decreciente) respectivamente. Por lo tanto, si en el
problema planteado hacemos la derivada igual a cero, con esto encontramos el punto critico
donde van a cambiar las pendientes, entonces obtenemos la coordenada t, es decir del
vértice, de modo que podernos determinar la altura méxima que alcanza el proyectil. Es decir,
d'®)=0
—323.4

-9.8

d'(t) =—9.8t+3234=0>1t, = =33s

De lo que concluimos que la altura o distancia mdxima es:

d(t,) = d(33) = —4.9(33)% + 323.4(33) = d(33) = —5,336.1 + 10,672.2 = 5,336.1m

Es decir, el proyectil alcanza su altura mdxima de 5,336.1 metros en 33 segundos, que no
es otra cosa que las coordenadas del vértice de la pardbola V(tv, d(tv))= (33,536.1)

Por Ultimo, para determinar la velocidad de impacto del proyectil con el suelo se evalia
la derivada de la funcién en el tiempo de choque (una de las dos soluciones de la funcion
distancia y cuadrdtical), identificado por 12 en la grdfica anterior.

Para encontrar las soluciones tyy t,, utilizamos la férmula general de segundo grado:
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A partir de la funcidon distancia del proyectil se tiene que: a = -4.9, b = -323.4 y c = 0.
Sustituyendo valores tenemos: a = 4.9,b = —323.4yc =0

—323.4—i\/(323.4—)2—4-(—4—.9)(0) —323.41+323.4
— tl 2 =
2(—4.9) ’ -9.8

t12 =

_ —3234+3234 0

t, = _ —0
L -9.8 -9.8

, _3234-3234 —6468

2= 98 ~T_9g _°°

Finalmente, al evaluar t, = 66 en la derivada de la funcion, se obtiene:
d' (66) = —9.8(66) +323.4 d'(66) = —646.8 + 323.4 = 323.4

que representa la velocidad instantdnea o de impacto del proyectil con el suelo.

Cabe senalar que la velocidad con la que choca el proyectil en el suelo es la misma
velocidad con la que inicié su recorrido para cualquier proyectil que se arroja verticalmente
hacia arriba y sin contemplar la resistencia del aire.

/
Actividad 7 N—

Resuelve los siguientes ejercicios de comportamiento de funciones, puntos
criticos, maximos y minimos.

1. 3COomo podemos predecir por inspeccion de una funcion cuadratica abre
hacia arriba o hacia?

2 3En el criterio de la primera derivada, por qué los puntos criticos fienen
pendiente cero?

3. Calcular los mdximos y minimos de la funcidn. Escriba cada paso del procedimiento
visto en esta seccidn para resolver los siguientes ejercicios.
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a) f(x) =3x%+30x + 76

b) f(x) =—-2x*+12x — 19

c)f(x) =2x*+4x+3

4. Una bala disparada hacia arriba desde la superficie de la tierra puede

alcanzar una altura de s(t) = 260t — % 32.2 t2 después de t segundos.

a) 3Cudnto tiempo tardard la bala para alcanzar su punto mas alto?

b) 5Cudl es la altura mas alta alcanzada por la bala?
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Autoevaluacion Unidad 1

1. Determina: Jim o
R
b. 0
c Mo existe
d. 249
) 2240042
2. Determina ;311}13 4r2_3
a) No existe b) g c)0 d) 5

3. En el siguiente diagrama, identifica los dominios que no representan una funcion

b) c) d)

a) L p—

4. Selecciona la opcion que representa la derivada de y = (2$—9 +3)_3

a) y'=8z1(2z72 b) y'=8z-3(22-2 c_) y'=122-3(222. d) i — _3(22-
5. Aplica el procedimiento correcto para idenftificar el resulfado Ide y= %
a)y'= % b)y' = % Ay’ = Q—I;_j? d)y! = _‘451'15;;
6. Resuelve por derivada de un fcociente: f(x) = 7”?:“"

-t
52
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5° — Va2 + 4z -5 - In(5) - 2z
b) 2vVr® +4r
25 2
(57%)
2o 44 3
: BT — a2 o 4 - BY
C) 2va? 4 A
523'2
2o+ 4
- 57 —vr? + 42 - 57
d) 2v/x* + dx

7. Resuelve por derivada de un producto f(x) = (522 — 3)(z? + = + 4)

a) 202° + 152° + 34z — 3 b)(102)(2? + & + 4) + (22 + 1)(52% — 3)

3 2 y
9 (1023 + 1022 + 40z) + (102° 4 522 — 62 — 3) (102" + 1027 + 401)

8. Deriva la siguiente funcién por regla de la cadena  F(z) = In (322 — 1)

ol
o b) (327 — 1) 0, 1 ) 6
a) In (327 — 1) 3 +) - (Gz) D () =77

9. Encueniraladerivadadelafuncién f(z) = 72 + 5z *

a) f(z) =8(72%1) + (=3)(hz~*"1) b) f'(z) = 562" — 1524
- 15 / _ 15
) f(2) = 562" - Df' =565 — =

10. 3Cudl es la detivada de la funcién con potencia f(z) = 327 — 222

d ~ b) — _g.(—52 ! 30 d _
a) =% (L5t =—6-(-5z ) flz) == 0
= (~527%) I @)= (=52~
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Unidad 2
I

2. La derivada en la explicacion de los fenédmenos naturales y
procesos sociales

2Qué voy a aprender y cOmo?

El Ultimo problema a estudiar tiene dos variantes. La primera variante consiste en la
obtencion de dreas de figuras con frontera curva, y la segunda es la determinacion de la
distancia recorrida por un mévil con una velocidad no uniforme. La resolucion de las dos
problemdaticas anteriores hizo posible el inicio del cdlculo integral.

Infroduccion

En esta unidad se define la operacion de integracion como la inversa de la
diferenciacién y los conceptos bdsicos a tratar del cdiculo integral son la antiderivada de una
funcion y la integral definida. El puente entre estas dos operaciones inversas y fundamentales
del cdlculo es el teorema fundamental del cdlculo, que estudiaremos a detalle en esta unidad
por medio del planteamiento y resolucion de problemas que permitan realizar estimaciones
sobre el comportamiento de un fendmeno natural y/o proceso social presente en tu entorno.

2.1 Antiderivada e integral indefinida

Supongamos que se nos pidid enconfrar una funcion (distancia) G cuya derivada
(velocidad instantdnea) es f(x) = 3x2. De lo estudiado en la primera unidad sobre derivadas,

podemos deducir que: G(X) = x3, debido a que, % [x3] = 3x2, es decir,
G' (x) = f(x).

Decimos que la funcién G es una antiderivada de f.

@
Actividad 1 @/

Para cada una de las siguientes derivadas G, escribe la funcion
original G.
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La estrategia consiste en establecer una funcién G(x) de tal forma que al derivar se
obtenga la funcién dada en cada inciso, es decir, %[G(x)] =G' (x).Es muy importante

considerar las leyes de los exponentes y las principales reglas de derivacion. También revisa el
formulario de la Unidad 1.
a) G'(x) = 6x

b) G'(x) =x
c)G'(x) = %xz
2

d G'(x) ==

X

e) G'(x) = cosx

Definicion de antiderivada

En general, una funcién G es una antiderivada de f sobre un
intervalo 1, si G'(x)= f(x) para toda x en el intervalo I.

Es importante senalar que la funcion G se denomina una antiderivada de f, no la
antiderivada de f. Para ver por qué, se debe notar lo siguiente:

Gi(x) = x3,G,(x) = x% — 4,G3(x) = x3+ 61 son todas anfiderivadas de f(x) = 3x2. De
hecho, para cualquier constante C, la funcidon dada por G(x) = x3 + € es una antiderivada de

f.

Teorema 1 Antiderivada general

Sila funcidn F es una antiderivada de fsobre un intervalo /, entonces G repre-
senta toda la familia de antiderivadas de f sobre el intervalo I si y sélo si la
funcion G tiene la forma: G(x)=F(x)+C, para toda x en el intervalo I y don-
de C es una constante arbitraria.

A partir del teorema anterior es posible representar toda la familia de antiderivadas de
una funcién sumando una constante arbitraria a una antiderivada conocida. Por ejemplo, si se

sabe que:% |—4.9x2| = —9.8x, es posible representar la familia de todas las antiderivadas de

f(x) = —9.8x mediante: G(x) = —4.9x? + C, Familia de todas las antiderivadas de

f(x) = —9.8x donde C es una constante. La constante C se llama constante de integracion. La
familia de funciones representada por ¢ es la llamada antiderivada general de f, y

G(x) = —4.9x% + C es la solucidn general de la ecuacion diferencial: G'(x) = —9.8.

Una ecuacién diferencial en x y y es una ecuacion que comprende a x, y, asi como las
derivadas de y. De esta forma, y’ = 2x y y = 3x2 + 4 son ejemplos de ecuaciones diferenciales.
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Ejiemplo 1: Resolucidon de una ecuacion diferencial
Encuentra la solucidon general de la ecuacion diferencial y’' = —9.8

Solucidn: En principio, se debe \ \
enconfrar una  funcibn  cuya \ e
derivada sea —9.8. \ \

La funcién —9.8x es una de \\ \
tales funciones; en otras palabras, es \
una antiderivada de —9.8. A partir S
del teorema 1 de esta unidad, la S T LN
solucion general de la ecuacion x %
diferencial es: y = —9.8x + C. \\

En la figura se muestran las
grdficas de varias antiderivadas de
y = —9.8 (funciones de la forma
y=—9.8x + C.

Notacion para las antiderivadas

. s . . d s e e
Cuando se resuelve una ecuacion diferencial de la forma d—z = f(x) es Ufil escribirla en su

forma diferencial equivalente: dy = f(x)dx.
La operacidn de encontrar todas las soluciones de esta ecuacidon se llama

antiderivacion (o integral indefinida) y se indica con el signo de integral, f La solucion general
se denota por: y=[f(x)dx = F(x) +C, donde f(x)es llamado integrando. La expresion
[ f(x)dx se lee como la antiderivada de f con respecto a la x. Por consiguiente, la diferencial
dx sirve para identificar a x como la variable de integracién. El concepto de integral indefinida
es sinénimo de antiderivada.

Siempre que se escribe, y = [ f(x)dx = F(x) + C significa
que F es una antiderivada de f sobre un intervalo.

Ejemplo 2
Resolucion de un problema de movimiento de un proyectil en caida libre

Si se lanza verticalmente una pelota hacia arriba despreciando la resistencia del aire,
con una velocidad inicial de 49 metros por segundo desde una altura inicial de 10 metros,
entonces el problema es: a) Determinar la funcién distancia, d(t), que describe el movimiento
de dicho proyectil en funcién del tiempo. b) Encontrar la altura méxima que alcanza la pelota
sobre el nivel del suelo y en qué tiempo sucede esto.

Solucion:
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a) Sea t =0, el tiempo inicial del fendmeno observado. Si la funcion d(t) representa la
posicion de la pelota en el instante t, entonces, las dos condiciones iniciales dadas son:

d(0) = 10. La altura inicial es 10 metros.

d'(0) = 49, La velocidad inicial (derivada) es 49 metros por segundo.

Ahora bien, la aceleracion debida a la gravedad es 9.8 m/s? y puesto que la derivada
de la velocidad es precisamente la aceleracion, se tiene d"(t) = —9.8 Implicando que

d'(t) = [d"(t)dt = [ —9.8dt = 9.8t + C;, de donde al utilizar la velocidad inicial se
obtiene:

d'(0) =49 = —-9.8(0) + C, = 49, por lo que d' (t) = —9.8t + 49. Al integrar d'(t) se obtiene
d(t) = [d'(t)dt = [(—9.8t + 49)dt = —4.9t% + 49t + C, de donde al utilizar la altura inicial, se tiene:

d(0) = 10 = —4.9(0)%2 + 49(0) + C,, lo que significa que C,=10. Por lo tanto, la funcidn
distancia que describe la posicion de la pelota en todo instante t estd dada por:
d(t) = —4.9t%2 + 49t + 10

b) Para determinar la altura mdxima que alcanza la pelota sobre el nivel del suelo
hacemos uso del concepto de la derivada de la funcidn distancia, d'(t) = 0, ya que justo en
ese momento la pelota comienza a descender con velocidad instantdnea igual a cero. La
formula d’(t) = —9.8t + 49 = 0 representa geométricamente una recta tangente ala curva d(t)
con pendiente cero. Ahora vamos a determinar el tiempo en el que la pelota alcanza su altura

" 9
maxima. t = ——= = 5 segundos.

Al sustituir el valor en la funcidén distancia se tiene que: d(5) = —4.9 (5)® + 49(5) + 10 =
132.5 metros es la altura mdéxima que la pelota alcanza sobre el nivel del suelo. Observa que la

funcion distancia del ejemplo anterior tiene la forma: d(t) = —%gt:2 + vyt +dy, donde g =
-9.8 m/sz, la velocidad inicial es: vy = 49™/s y la altura o distancia inicial es dy, = 10m una

funcién distancia que estudiamos en la primera unidad y reconocida por Galileo Galilei, sélo
gue en esta ocasion llegamos a ella a través de la operacion inversa de la diferenciacion, la
integracion.

2.2 Reglas basicas de integracion

La naturaleza inversa de la integracion y la derivacidn pueden comprobarse
sustituyendo F'(x) por f(x) en la definicion de integral indefinida, [ f(x)dx = F(x) + C. Para
obtener [ F'(x) dx = F(x) + C, es decir, la integracién es la inversa de la derivacién. Ademds, si

[ f(x)dx = F(x) + C, entonces %[f f(x)dx] = f(x), es decir, la derivacién es la inversa de la

integracién. Estas dos ecuaciones permiten obtener las féormulas de integracion directamente
de la derivacion.
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Ejemplo 3

Aplicacién de las férmulas de integracion

Escribir las antiderivadas de 4x. Solucién:

Por regla de la constante multiple: [ 4xdx = 4 [ x dx

Alreplantear con x = x! = 4 [ x1dx

Por la regla de la potencia (n = 1), = 4 (x?z) +C

Simplificando obtenemos 2x?% + C

A tfravés de este ejemplo se observa que el patrén general de integracion es similar al
de la derivacioén. Integral original — replantear — Integrar — Simpilificar.

M15 Cdlculo en fendmenos naturales y procesos sociales 42

Farmulas de derivacion Formulas de integracion
1 d
—[k]=0 JU dx =C
72 K]
2 %lxl:l [kdx:!.:x+|f.‘
3 d ,
E[k-f{x]]:k-f{x] ka[x}dx:kjf{x)dx
4 d s F 4
ZIF) £ gl = £/(0) £ ¢'(x) [ire £ gonax = [ fo axs [ geo) dx
) L 1 " i+l
ﬂ’x[x]"”x j.‘r dx—n+l+£2‘.n7-—1
B d 1 dx
E[Enx]HE ?--In.r+i.'
! di[e‘]=-e‘ J-EIdI=EI+I:
x
g d
E[senx]:cnsx jcnsxdx:swax+£‘
g d
E[msx]:—senx J’.':Enxﬁ’x =—rosx+ 0
10 ﬁ,ilmux] =sectx Jsec""xdx =tanx +C
x
1 d—[sec x] =secx tanx J{secx tanx)dry =secx + C
X
12 d
E[rsc x] = —cscx cotx (csc x cotx)dx = —cecx+ C
13 a'i[m“] = —pacly jcsczxdx =—cotx+C
X
14 il |= —1 j ! dx = +C
7y lare sen x| = N Ny X = are Sen x




15 d larc e | 1 dx , p
— |arc tan x] = — = arc tan x
dx V1+x? V1+x?

16 d l | 1 J' dx |+ €
— larc sec x| = ———— —————=arcsec |x
dx [x]vx2 -1 x|/ 2 —

Acorde a la tabla mostrada inmediata superior, observamos que las reglas bdsicas que
aplican para las derivadas tfambién aplican para la integracion. Es de esperarse ya que vienen
a ser las antiderivadas de la funcién. Por ejemplo, la propiedad de linealidad que aplica para
la descomposicidn de las integrales que es la regla 4 de esta tabla. En forma similar aplica para
las derivadas. De hecho, estaregla fue vista en la unidad 1 como: Regla de la suma y diferencia
de funciones que aplica el teorema 5 para la derivacion.

Las reglas bdsicas de integracion listadas en la tabla de esta seccidon permiten integrar
cualquier funcién polinomial, como se muestra a continuacién:

Ejiemplo 4 Integracién de funciones polinomiales
a)fdx=fldx=x+C
3

2
b) f(3x—5)dx:3fxdx—f5dx=3%+C1—5x+C2 = x?—5x+C
C)f(—4x® + 2x3 —x)dx = —4 [ x%dx + 2 [ x3dx — [ xdx = —%x(’ +§x4 —%xz +C
Simplificando, finalmente el resultado final es:

2 1 1
f(—4x5 +2x3 —x)dx = —§x6 +Ex4 —Exz +C

Ejemplo 5 Replantear antes de integrar:

o)f(%)dx=f(%+%)dx=f(x%+2x_%)dx= +2 +C=§x%+4x%+C

X

m|w| N
&

NIHl NI

Nota: cuando se integran cocientes no se debe integrar por separado el numerador y
denominador, esto no es vdlido en la integracion y diferenciacion.

J‘(x\;l—}Z)dxif(fx\/—;Zijx

b) [ =22 dx =f( - )(Senx)dx = [secxtanx dx = secx + C

cos?x cos x/ \cosx
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@

l. En los ejercicios 1 a 3 verifica la igualdad demostrando que la derivada del lado
derecho es igual al integrando del lado izquierdo.

9 3
1. _[[—X—q) de=—=+C

2. I(X—Q)(x+2]dx=%x3 —lx+C

2 2 2
3 [ = (;J;'Lc

%2

Il. En los ejercicios 4 a 6 encuentra la solucion general de la ecuacion diferencial y
verifica el resultado por derivacion

o Y_zp
at ,
ax
6 ar =7

lll. En los ejercicios 7 a 9 encuentra la integral indefinida y verifica el resultado por
derivacion.

7 f(x+3)ax

8 [(20-3x")ax

9.fxi3dx
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El concepto de integral definida a partir del drea bajo la curva

El calcular el drea de una curva en un principio representd un problema porque
no era aplicable directamente alguna formula, tal como lo era para figuras sencillas
como: cuadrados o rectangulos. Por lo que se tuvieron que desarrollar métodos para
calcular el drea de una curva.

Uno de los métodos para calcular el drea de una curva es dividirla en pequenos
rectdngulos, si obtenemos el drea de cada rectdngulo en que hemos dividido la curva
podremos tener un drea aproximada de dicha curva. En base a esto, se fiene la
siguiente definicion:

Sea f(x) una funcidén continua en el intervalo desde x=a hasta x=b. Divide
este infervalo en “n” subintervalos cuyas longitudes son Axi, Axa,..., Axn, Y €lije
puntos, uno en cada subintervalo, que tengan las abscisas: Xi, X2, ... Xn,
respectivamente. Considérese la suma.

fx)Axy + f(x)Ax; + f(x3)Axz + ...+ f(xnoq) Ay + f(xn)Ax, = Z f(x)Ax;

i=1

Entonces si “n” fiende a infinito y f(x)
cada Ax tiende a cero, esto es asi porque H&F‘k
al aumentar el niUmero de rectdngulos
para que el drea sea mds precisa, esto
hace que sean muy pequenos o bien
tiendan a cero.

|

I

I

I

|

I

I

: .

I

| |

! |

1 |
-Ax,uiﬁ 1 x,,

!

X zi’,,

O a b x

En cdlculo integral, a esta sumatoria infinita se representa como: fff(x)dx
Y se le define como Integral definida.
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ifcxi)Axl- = f fodx

La integral definida de una funcion continua
en un intervalo [a, b] es el drea bajo la curva de la
funciény el eje x enfre ay b.

Si este limite existe, la funcién f(x) se dice que es integrable en [a, b], 0 que es una funcién
infegrable. El simbolo de integral indefinida (sin laay la b arriba y abagjo) representa una
antiderivada. Una integral definida es un nimero. Una integral indefinida es una familia de
funciones.

En una integral definida, por encima y por debajo del simbolo f (suma o sigma) estdn
los limites del intervalo, |a, b]. Los nUmeros ay b son valores de xy se denominan limites de
infegracion. Hablamos del limite de una suma dado que n—«. En segundo lugar, los limites de
la region se denominan limites de integracion.

Teorema 2 La continuidad implica integrabilidad

Si una funcién f es continua sobre el intervalo cerrado [u, b], entonces f es
integrable en [a, b].

@

1. 3Es verdadero lo inverso del teorema 22 Es decir, si una funcién es integrable, 3tiene
que ser continua? Explica tu razonamiento y brinda algunos ejemplos.
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2. Describe la relacion entre continuidad, diferenciacién e integrabilidad. 3Cudl es la
condicion mds necesaria? 3Cudl la menos?

Propiedades de las integrales definidas.

Definicién de dos integrales definidas especiales

1. Sila funcion f se define en x = a, entonces f:f(x)dx =0

2. Sila funcién f es integrable [a, b], entonces f:f(x)dx = —fbaf(x)dx

Teorema 4 Propiedades de las integrales definidas

Sify g son dos funciones integrables sobre [a, b] y k es una constante, enton-
ces las funciones kf y f + g son integrables sobre [a, b] , de donde

Tk f{x)dx=kif(x)dx

J[f (@) £g(x)]dx= | f(x)dxt[g(x) dx

@

/

L @) -g()]de=[ f(x)de- [ g(x) dx

2 [ [reagea]ac=| [ e[ Lot ax
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3. Sila funciéon f aumenta sobre el intervalola, b] , entonces el valor minimo de f(x) en

la, b] es f(a).

2.3 El teorema fundamental del calculo

El teorema fundamental del
cdlculo establece la conexidn que existe ax ax
entre los diferentes problemas tratados de ; - ! ;ﬁ i
diferenciales e integrales. ‘ '

De modo informal el Teorema B
Fundamental del Cdlculo, sefala lo ? '
evidente, que la derivacion e integracion " JEESEE I é
(definida) son operaciones inversas, en el Pendiente =i Pendiente ~ Area=aynx 4
mismo sentido que lo son la division y la ARG Ry oGS
multiplicacion.

rectangulo

Recta

5 ' Ay <
il/ tangente

Recta

secante !

Cuando se define la pendiente de la recta tangente, se usa el cociente i—i (pendiente

de la recta secante). De igual forma, cuando se define el drea de una region bajo la curva se
utiliza el producto AyAx (Grea de un rectangulo).

Teorema 5 Teorema fundamental del cdlculo

Si una funcidén f es continua en el intervalo
cerrado [a, b] y F es una antiderivada de f en el intervalo
[a, b], entonces

b
[ reax=ro) - F@

a

Cdlculo de integrales definidas mediante el teorema fundamental del cdlculo (TFC)
Ejemplo 1

A partir del teorema fundamental del cdlculo (TFC), encuentra:
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3

fx?’dx

2
Solucion:

3

3 34, — 1,4
J, xdx = <x |2

_lroa o4y _ 1 _ -1
—4[3 2]—4[81 16]—4[65]
Por lo tanto, la respuesta final es:

; 65

3 —_— —
fx dt 2
2

Ejemplo 2

A partir del teorema fundamental del cdlculo (TFC), encuentra

3

f sen(t) dt
0

Solucién:
Vs

G(t) = jsen(t)dt = G'(t) = sen(t) = G(t) = —cos(t)]g
0

Por ser una integral definida es el limite superior menos el limite inferior. Para realizar estos
cdlculos la calculadora debe estar en radianes, las calculadoras frabajan con diferentes
modalidades, la calculadora deberd estar en modo rad.

G(t) = —cos(m) — [—cos(0)] = —(-1)—(-1) = 2

Finalmente, la respuesta es:
f:sen(t) dt = 2

@©
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1. Explica qué se quiere decir con la proposicién “la derivaciéon y la integracion son
operaciones o transformaciones inversas”.

2.SiF' (a) = G'(x) sobre el intervalo cerrado |a, b], entonces F(b) — F(a) = G(b) — G(a)

3. Sila funcién f es continua sobre |a, b], entonces F(b) — F(a) = G(b) — G(a)
4. Encuentra la derivada de r
F(x) :ﬁ el

5. A partir del teorema fundamental del cdlculo (TFC), encuentra:

a) f012xdx
b) f_ol(x—Z)dx
c) f154dx

En el cdiculo de las integrales definidas anteriores usando el TFC, la parte medular del
procedimiento es encontrar una funcién que al derivarse nos da la funcién f que queremos
infegrar, a la que hemos llamado antiderivada de f a partir de lo fratado en el inicio de la
unidad. El valor de la constante de integracion es la antiderivada evaluada en el extremo
izquierdo del intervalo de integracion y finalmente el valor de la integral definida es la
antfiderivada evaluada en el extremo derecho menos la antiderivada evaluada en el extremo
izquierdo, mismo que es consecuencia inmediata del Teorema Fundamental del Cdlculo.

2.4 Integracioén por sustitucion

Integracion por sustitucion es un método de integracion que se basa en la regla de la
cadena para derivadas. En otras palabras, nos ayuda a integrar composiciones de funciones.
Cuando buscamos antiderivadas, bdsicamente realizamos una “diferenciacién inversa”. En
algunos casos, esta operacion es muy sencilla. Por ejemplo, sabemos que la derivada de X?es
2x, por lo que [ 2xdx = x* + C. Podemos usar este sencillo razonamiento con otras funciones
bdsicas, como sen x, ex,i etcétera. Otros casos, sin embargo, no son tan simples. Por ejemplo,

scudnto vale [ cos(3x + 5)dx 2 Pista: no es sen (3x + 5) + C . Verds por qué:
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d . .
o [sin(3z +5) + C]

x
= cos(3z + 5) d [3z + 5]
- dz
= 3cos(3z + 5)

Un método que puede ser muy Util es un cambio de variables, que bdsicamente es el
inverso de la regla de la cadena.

1. Escribir nuestra 2. Ahora tenemos g(x)y Cuando nuestra
integral en esta forma: su derivada g'(x) integral estd configurada asi,
podemos hacer esta

(8(\\]) 1_&1_"'2.\-\'\‘_: dx 05 ( x2 dx sustitucion: |
I A Jeos Q/ J flgk)

Imagina que nos piden encontrar [‘2.?' cos(z”) dz. Observa que 2z es la
derivada de =°, que es la funcién "interior” de la funcién compuesta cos(z”). En
otras palabras, si u(x) = z° y w(z) — cos(x), entonces:
o~ = J . Esto siguiere que podemos usar un
2z cos( z° ) = u'(z)w| u(x) ) cambio de variable. Veamos cémo
— se hace.
Ejemplo 1

[ cos(x?) 6x dx

Solucion:

R

eorganiza la integral de esta manera: [cos(x?) 6x dx = 3 [cos(x2) 2x dx

Saca de la integral las constantes que estdn multiplicando 3 cos(u) du = 3 sen (u) + C
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Ahora pon de vuelta u=x2: 3 sen(x?) + C

Ejemplo 2
Ix/(x2+1) dx

Solucion:
Reorganizamos asi: [x/(x2+1) dx = %[ 2x/(x2+1) dx
Luego se tiene:
2x
T
‘AI1/’(LL) du

Resuelve la integral: %f1/udu= %1In (u) + C

Vo

Ahora sustituye u=x2+1: % In(x24+1) + C

Ejemplo 3

f e5*(5)dx
Solucioén:
Lo primero que debbemos hacer es echar un vistazo sila funcidn se encuentra con

su derivada, y observamos que si, entonces:
g'(x) =5 f(g(x))= f(5x) = e

Por lo tanto, podemos integrar, ya que la integral se encuentra completa.

fesx(S)dx= e + C

@
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Calcula la integral de:
1.
/3(1 + 2z)'dz

2. [(x* + 1)?*2xdx
3 [e3*(3)dx

2.5 Regla general de la potencia para la integracion

La integral de una potencia de x es igual a x elevado a la potencia mds 1 y dividido por

la potencia mas 1.
xn+1
fx"dx = +C
n+1

Explicacion

1. jgfnf‘ 2y dx

Solucion:

* Sehace u=x"+1. Luego, du = 2x dx

&

Se sustituyen "u” y “du” en la integral.

J(x2+1]"’2xdx="‘ua du

Se resuslve la integral resultante.

A

5+ 1 &
+C=—=%C
5+1 &

[(x®+1)° 2;{1:I:=<=J‘uh du=

&

Se reemplaza "U", para valver a la variable "x”

& 2 -]
(%% +1)° 2xdx = TR TP P L . e P
& G

(x*+1)8

* Finalmente: j{xz +1}5 2y dx = +C
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1.

/(m4—6x2—2m+4)d:£

2. [3x%dx

3. [x7dx

4. [(7x7 + 5x?)dx

Valor promedio y drea comprendida entre dos curvas

El valor promedio de una funcidén y el drea comprendida enfre dos curvas son
aplicaciones de la integral definida.

El cdiculo del valor promedio de una funciéon y el drea comprendida entre dos curvas
tienen aplicaciones practicas en diversas dreas. Por ejemplo, el valor promedio de una funcion
se puede utilizar para calcular la velocidad promedio de un objeto en movimiento en un
intervalo de fiempo dado.

El drea comprendida entre dos curvas se puede utilizar para calcular el cambio neto en
una cantidad fisica como la posicién o la velocidad de un objeto en movimiento.

2.6 Valor promedio de una funcion

Por ejemplo, si calcularas el promedio de tus calificaciones, utilizarias una formula
como la siguiente:

7 _fGa) + fxa) + flxg) 4.+ f(xn)

n

Y tus calificaciones son de: 80, 85, 90, 90y 100
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Esto equivale a flx) + f(x) + f(x3) + f(xy) + f(x5) respectivamente.
Sumamos los valores y los dividimos entre el nUmero de materias a promediar, que para
este caso “n” es 5 por tratarse de 5 materias.

Ahora bien, de una manera similar se puede obtener el promedio de un drea.

f(x) estd definida y es continua para todos los puntos en un intervalo [a, b].
Entonces, el valor promedio de f(x) sobre estd definido como:

S 1 (P
@ = 5= | foodx

\'\

Debemos recordar que en el ejemplo de las calificaciones son variables discretas, es
decir, son finitas y se pueden contar 1,2,3,4,5; en el caso de las variables confinuas es un
intervalo.

Ejiemplo: Encuentre el valor promedio de la funcién f(x) = x2en el intervalo [1, 3]

Solucioén:

G = = J2 fydx = 2 [Pxtdx = %["3—3]? = 4.33

Esto nos dice que un rectdngulo de altura 4.33 multiplicados por el intervalo de 3-1=2
tiene la misma drea que tendria la pardbola (curva) en el mismo intervalo 3-1 o bien una base
de 2.

2.7 Aplicaciones de la integracioén en el concepto trabajo

Supongamos que la particula P recorre una trayectoria en el espacio a lo largo del eje x,
para determinar el trabajo que se realiza sobre esta particula en un desplaza miento a lo largo
de las posicionesayb, hacemos una particion en el intervalo [a,b] en n subintervalos con
puntos extremos x, x; x,_x, € igual ancho Ax. Sea x;* un punto en el subintervalolx;_;, x;].
si F es continua en el intervalo [a,b] entonces podemos aproximar el tfrabajo como una suma
dada como:

M15 Cdlculo en fendmenos naturales y procesos sociales 55



n
Trabajo == ZF{&::]&&:
i1

Por tanto, se define el trabajo efectuado al mover una particula u objeto en el
intervalo [a, b] como el limite cuando n—« como:

T

b
W= lim % F(z])Az =f F(z)dz
00 o a

Ley de Hooke

La ley de Hooke establece que la fuerza necesaria para estirar o comprimir un resorte a
una cierta longitud a partir de su estado de equilibrio, es proporcional a x, es decir:
F =—kx

Donde kes la constante del resorte o constante de fuerza del resorte, esta
constante kes una caracteristica propia del resorte. Nétese que k es positiva. Por ejemplo, una
fuerza de 40N se requiere para retener un resorte desde su longitud natural de 10 cm. a una
longitud de 15 cm. 3Cudnto trabajo se hace al estirar el resorte de 15 a 18 cm.?2

Tenemos un resorte, de acuerdo con la ley de Hooke que:
F =kx
donde k se denomina constante del resorte, la fuerza que se requiere para mantener el
resorte estirado x metros mds alld de su longitud natural es f(x) = —kx

Para realizar este cdlculo, primero calculamos k, vemos que cuando el resorte se pasa

de 10 a 15 cm, la cantidad estirada es de 5 cm=0.05 cm, lo que quiere decir que f(0,05)=40, de
modo que f(0.05) = 0.05k =40 =k = % = 800. El frabajo para estirar el resorte de 15 a 18 cm
es:

0.08

W= (800)zdz = 800 { 2}

T 0.08
0.05 2

= 400 [(0.08)* — (0.05)*] = 1.56J

0.05

(@
Actividad 8 \@/

Resuelve los siguientes ejercicios del concepto de trabajo en el drea
de la fisica como una aplicacion mas de la integracion.
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1. Cuando una particula se ubica a una distancia de x pies del origen, una fuerza de
x2 + 2x libras actUa sobre ella. sCudnto frabajo se efectia al moverla desde x = 1 hasta x = 32

Pista parte de la definicion de f’(mz , 22)d,  rabajo:
1

2. Una particula eléctrica q,, estd en reposo con una carga de 2C efectua un frabajo
sobre ofra particula eléctrica q, a una distancia de 20 cm con carga 1 C. 3Cudnto frabagjo se
efectUa al momento de moverla 40 cm?

Recuerda aplicar la ley de Coulomb F = kqi%

Para iniciar el cdlculo del trabajo, tenemos que:

b 0.4
W — f F(z)dz — f R 222 g
a 0.2 .

rZ

3. Encuentre el valor promedio de las funciones en los intervalos que se te indican:
a)f(x) = x%,[0,2]
b) f(x) = x%,[0,2]

2.8 Calculo integral en fendmenos naturales y procesos sociales

Algunos ejemplos de fenébmenos naturales donde es posible aplicar
el cdlculo matemdtico empleando operaciones o procesos como las derivadas, es la
medicion realizada a la tasa de crecimiento de la cantidad de lluvias por ano. Otfro ejemplo
donde hacemos uso de las derivadas, es el cdlculo de la velocidad instantdnea de los sismos
acaecidos en un territorio especifico, y a partr de este valor, empleando
la integracion, podemos a su vez hallar la cantidad de terremotos acontecidos.

En los procesos sociales, los cdlculos de derivadas e integrales se utilizan en estudios de
dindmica de las poblaciones, poblacion econdmicamente activa, empleo, desempleo,
pobreza, migracidon nacional e internacional, estructura social, economia, PIB, estructura del
ingreso, problemas sociales contempordneo y desarrollo sustentable.
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Autoevaluacion Unidad 2

Resuelve las siguientes integrales indefinidas:

Jlz" = d2® + do — 2)dx.

1.

a) = [a'dr — [dz?dr + [dzdr — [2dr b]:”m'i — 472 4 4z — 2)dx

493 4 2% — 9% + K. d) =25 343 4252 — 2y
5 3

i

0= lad-

o [(VF+ VD).
a) = [ Yrdr+ [/xdx

2
I
o
l...]
[ B
+
= )
5
L
+
=]

Lfds

L]
= =
~

c)=

Wi

b) — f:r'.]md.r +f.-1!”3d:r

f(% - /o7 de
9= I V2rdr = f(?_r')]'fzf!':r d) = [ V2xda = [(22)"*dx

(22)34+K

a = %d.r + [ V2udzr. b} :

=

Aplica el procedimiento de integrales definidas para resolver los siguientes ejercicios.

1
4. [(22? — 2* — z)dx.
a)=228 b) =2 c)==2 d)==2
]
S. F=|[ f(z)dz
a)=1 b)=3 c)=2 d)=4
1 9,
6. [ — .,+ ld.r.
—-] f'J +I
a)=1-¢? b)=1-e3 c)= 1-e72 d=1-¢73
+1)*dx

7. Por el método de sustitucion, resuelve la siguiente integra J x(2x
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'2._“1 _2.1'-]."' ) [~_JJ-_”I__ 2p—1%
a) __um] L8e—1)+e =T Gx+DH+C -1 g=EE(8x+1)

8. Aplica nuevamente el método de sustitucion para resolver el siguiete ejercicio. f e d

- 1,3x-5 1 L
a) )_ §e X541 b)= 583x+5 C)= §e3x+5 + C d}= %E:'i_r—-"n_c

9.

Un cuerpo se desploza en linea recta por .~ r—7 0o

accion de una fuerza variable y continua F =

a=0m b=35m

f(x) = x3+1desde la posicibn a hasta la
posicion b. Sin considerar el rozamiento, cudl a) 161.25 J,
es el trabajo que realiza la fuerza f(x) para

desplazar el cuerpo. Se tiene entonces: ) 19005J.

B 5
W= [ flx)de = W= [ (x*+1)dx = c)114.27 J.
o if UL}
d) 152.78 J.
10.
Un resorte se encuentra sujeto a una pared por uno
de sus extremos. La constante k del resorte es de % 000500505000 w
5Cudl es el trabajo que realiza una fuerza f para az0 !
alargar el resorte 30 cm? El trabajo estd OO0 00000 F
b .
dado porla expresion: W = [a kx dx. “ b=30cm

Q)37.35)  b)43.02J c)32.32J d) 38,00
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Respuestas de Autoevaluaciones

Respuestas Autoevaluacion 1

1.b) 2.b) 3.b) 4.c) 5).¢c

6. Q) 7. Q) 8.d) 9.¢c) 10. )

Respuestas Autoevaluacion 2

1.c) 2.d) 3.b) 4. ) 5.q)

6.cC) 7. Q) 8.d) 9.q) 10. Q)
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Soluciones de actividades
Unidad 1

Actividad 1
1. d(t)=-49"+784
2. Se trata de una pardbola céncava hacia abajo
3. Es el eje vertical d(t)
4.d(0) = —4.9(0) + 78.4 = 78.4

5. Representa el corte en el eje vertical, de hecho, es el punto de partida del fenédmeno
observado.

6. La sustitucion queda 0 =-4.9t2 + 78.4. Al despejar la variable independiente se obtiene
t=+ |84 _ 4 [16=44s.

4.9

7. Cierto, los puntos son t; = (-4.0) y t; = (4.0). De hecho, el tiempo establecido port; es el
momento de impacto del proyectil con el piso, mientras que el tiempo t! carece de sentido en
el fendmeno estudiado.

Actividad 2
1. lim ﬂ = 0r® — 4z
Ax—0 AT
2 y=-— !
(2z —1)°
_ 1
3 0WZT 5
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Actividad 3

T B R R R )

flz)==x*—-10

h(;r:]::r.?+2'.r:+1

2a) 1b)

g(z) = =in(z)

f(z) = —e*
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Actividad 4

1 a) f(x)=5
b) f(x)=2
c) f(x)= -3
2 feof
‘- -
f{x S
‘-
;.
’, —— -
1 4
R O T | 1 2 3 4 5 6 X
o
2 '
4

La primera funcion, f(.L] = 4, 25 una funcién constante ya que siempre vale 4 independientemente del valor que tome

la variable x.

La segunda funcian, _(,r{;r:} = & + 3, no es una funcion constante por que el valor de |z funcion varia dependiendo del

valor de x. Se trata de una funcién afin.
La tercera funcién, f {,L] = (), siempre es igual a 0 por cualquier valor de x, por tanto, si que es una funcion constante,

La cuarta funcidn, z{i} = B, no es una fundon constante porque varia segln el valor de x Es una funcidn lineal.

a) f' (x) =6x
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b) f'(x) = 48x3-48x
c) f'(x) = 6v/9x — 59
Actividad 5

1.q) %f(x) = 6x% — 14x — 10

b):—xf(x) =—-3x2—-6x—9

C) - f(x) = 21x% — 6x — 4
2. Derivadas de las funciones de seno y coseno
a) f'(x) = 4cos(4x)
b) f'(x) = 4x3cos(x*)
3. Regla del producto de funciones
a) f'(x) = 120x* + 18x? — 56x
b) f'(x) =3x% + 2
c) f'(x) = 2x

Actividad 6

J—

f'(x)= 6x-(x* —3)?
2. f'(x) = 15e3*

3. — T
(222 — 2)°

4. f'(x) =sec?(x)

5. f'(x) = sec(x)tan(x)
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Actividad 7

1. Mediante el signo que se encuentra en el coeficiente “a” del término x2. Si es negativo
la abertura de la pardbola abre hacia abajo, en caso contrario, si es positivo la abertura abrird

hacia arriba.

2. Por que la inclinacién de la recta tangente es horizontal. Es decir, tiene pendiente
cero. Poe lo mismo, también marcan un parteaguas de pendientes positivas y negativas. O

bien divide de un lado las pendientes como positivas o negativas segun sea el caso.

a) Punto critico: (-5,1), pardbola abre hacia arriba, el punto es minimo
b) Punto critico: (3,-1), pardbola abre hacia abagjo, el punto es maximo
c) Punto critico: (-1,1), pardbola abre hacia arriba, el punto es minimo.
4.

a) t =8.074 segundos

b) h(8.074)= 1049.7 metros

Unidad 2

Actividad 1

b) G(;«:):%x2
c) G(;«:):éx:3
d) G(x):——2=—x'

e) G(x)=senx

Actividad 2
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l. En los ejercicios 1 a 3 verifica la igualdad demostrando que la derivada del lado

derecho es igual al infegrando del lado izquierdo.

G(x)=j—3+c=3x‘3+c,

entonces

G'(x)=-9x7* =—f—4=f(x}—el integrando—._l' (x=2)(x+2)dx =%Jr:3 —4x+C

2. Si
G(x]:%xj—4x+C,
entonces
G'(x)=x>—4=(x—2)(x+2)= f(x)—el integrando—.
3. Si i
G(x)= 2(;\&3)+C,

Sea u=2(x+3) y v=3Jx,

entonces W=d4x y v'=—
N
Ahora bien, por la regla del cociente se tiene

G'(x)= i[ﬁ]= veu'—u-v'

v p?

3x2-9 9x2-9
12x -
Vx Ve _ Nx _9x*-9
O9x

3

9x2

o = f(x)—el integrando—.

Il. En los ejercicios 4 a 6 encuentra la solucién general de la ecuacién diferencial y

verifica e | resultado por derivacion

dy
4. —=3¢t*
dt
d
Respuesta: y=t+C, puesto que: d—i =3t"
- ody 3
2 _xn
5. I =%
5/ d 3/
Respuesta: y= g:4:"2 +C, puesto que: L _x7
5 dx
dr
6. —=m
de
dr
Respuesta: r =8+ C, puesto que: 10°- big
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lll. En los ejercicios 7 a 9 encuentra la integral indefinida y verifica el resultado por

derivacion

7. j(x+3)dx
Respuesta: %f +3x+C, puesto que

d1l _» _ _ ol -
E(Ex +3x+C)—(x+3}—f(x) el integrando—.

8. j(zx—spﬁ)dx

Respuesta: x* —x* +C

9. j%dx

Respuesta: — +C

222
Actividad 3

1. Es falso que una funcidon integrable sea necesariamente continua. Por ejemplo, la
funcion f que esigual a 1 en elintervalo [0, 1] y 2 en el intervalo [1, 2]. Esta claro que la funcidn
no es continua, pero si puede ser integrable, siempre y cuando se utilicen métodos por suma
de incrementos de dreas.

2. La integrabilidad es la condicidn mds necesaria, mientras que la menos necesaria es
la diferenciabilidad
Actividad 4

LT i) -g(x)]de= ] £ (x) de- [ g (x) ax
Respuesta: Verdadero

2 [T de=] [ 5 (e) e [*a() e

Respuesta: Falso.
Iol[x xZJ dx?&[ Iolx dx:[ J-leg dx]

#(3)5)
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Actividad 5
1. Explica que se quiere decir con la proposicién “la derivaciéon y la integracion son
operaciones o fransformaciones inversas”. Sugerencia: Teorema Fundamental del Cdlculo.
2. Verdadero
3. Verdadero

4, ) 1
Fe =11z
5.
a) 1
b) -5/2
c) 16
Actividad 6
1. 5
/3(1 + 2z} 'dx = 30+ 22)° +C
1¢
2. (2413 + C
3.e3% + C
Actividad 7
1. f[x*—ﬁx3—2x+4}lda:=;-23:3’—1:2+4;r+6‘
2.f3x2dx=£+ C=x3+C
3
3. [x7dx = %8 + C
4. [(7x7 + 5x%)dx = %xs + §x3 + C
Actividad 8

1. s xs 50033 1 50 .
W 21 9g)d: 2 432 - 1= =16.6Ib/pie
f: (z° + 2z)dzx [3 1 :r} 1 3 i 3 3 P
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b 0.4 0.4 0.4
20)(1C d
W:f F{m)dm=f k@dr=f kwdr=26’2kf r
a 0 0.2 0.

3 2 r2 3 r2

2 1 04 2 1
=20k | —— =20"k|2.56—
0.2 m

T

3
comok = 9-10° *""{rj";' , entonces:

W =45-10"7

3.0) 4/3
b) 2
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